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Abstract
Let X be a smooth compact projective variety over C.
Let H2(pi1(X),R)
1,1 be the intersection of H1,1(X,R) with the im-
age of the map H2(pi1(X),R) → H
2(X) induced by the classifying
map X → Bpi1(X). Let NS(X) be the Ne´ron-Severi group of X.
Let [ω] ∈ H2(pi1(X),R)
1,1+NS(X)⊗R. In this note, we prove that
[ω] is the cohomology class of a Ka¨hler metric if and only if for every
d-dimensional reduced closed algebraic subvariety Z ⊂ X, [ω]d.Z > 0.
Un re´sultat classique de Harvey et Lawson [10] affirme que, si (M,ωM) est
une varie´te´ Ka¨hlerienne connexe avec dim(M) = d, une classe α ∈ H1,1(M)
est une classe de Ka¨hler ssi α.ωd−1M > 0 et pour tout (d − 1, d − 1)-courant
positif ddc-ferme´ T α.T > 0.
Les cycles utilise´s pour tester l’amplitude sont juste ddc-ferme´s, ce qui
contraste avec le classique the´ore`me de Nakai-Moishezon et son extension
aux diviseurs re´els [2]. Le re´sultat de [2] est le suivant: Soit X une variete´
compacte projective sur C. Soit NS(X) le groupe de Ne´ron-Severi de X .
toute classe [ω] ∈ NS(X) ⊗ R ve´rifiant [ω]d.Z > 0 pour tout sous espace
analytique Z re´duit de dimension d de X est une classe de Ka¨hler.
Le contraste entre ces deux re´sultats est frappant et laisse ouverte la possi-
bilite´ de the´ore`mes de type Nakai-Moishezon pour des classes de cohomologie
re´elles arbitraires. La question qui motive cette recherche est la suivante. Est-
il vrai que toute classe [ω] de type (1, 1) sur une varie´te´ projective alge´brique
X ve´rifiant [ω]d.Z > 0 pour tout sous espace analytique Z de dimension d de
X est une classe de Ka¨hler?
Un re´sultat re´cent de A. Lamari -et inde´pendamment N. Buchdahl-, an-
nonce´ dans [14] et base´ sur une exploitation astucieuse de [10], l’affirme quand
X est une surface.
SoitX une varie´te´ projective alge´brique complexe. On noteH2(π1(X),R)
1,1
l’intersection de H1,1(X,R) avec l’image de l’application H2(π1(X),R) →
H2(X,R) induite par l’application classifiante X → Bπ1(X).
1
2 Un the´ore`me de Nakai-Moishezon
De´finissons H2(π1(X),R)1,1 +NS(X)⊗ R comme le R-vectoriel forme´
des classes de type (1, 1) ω sur X telles qu’il existe une famille projective
lisse sur un polydisque Ξ → ∆ avec Ξ0 = X , une famille continue (ωt)t∈∆
de classes de type (1, 1) avec ω0 = ω et une suite tn avec tn → 0 telles que
ωtn ∈ NS(Ξtn)⊗ R +H
2(π1(Ξtn),R)
1,1.
The´ore`me 1 Soit X une varie´te´ complexe projective lisse compacte.
Soit [ω] ∈ H2(π1(X),R)1,1 +NS(X)⊗ R. [ω] est la classe de cohomologie
d’une me´trique de Ka¨hler ssi pour chaque sous espace alge´brique d-dimensionnel
re´duit Z ⊂ X, [ω]d.Z > 0.
Les techniques standard de recollement et re´gularisation de courants rap-
pele´es dans la section 1.3 re´duisent, par re´currence sur la dimension de X , la
question a` montrer que la classe [ω] est big et ve´rifie le lemme de Kodaira,
c’est a` dire peut eˆtre repre´sente´e par un courant strictement positif ferme´ a`
singularite´s logarithmiques.
L’hypothe`se [ω] ∈ H2(π1(X),R)1,1 + NS(X) ⊗ R signifie que la classe
[ω] est limite de la premie`re classe de Chern d’une suite de fibre´s line´aires
holomorphes de´finis sur le reveˆtement universel de X et sur lesquels agit
une extension idoine de π1(X) par S
1. Que [ω] est big s’obtient de fac¸on tre`s
classique en utilisant une adaptation de´veloppe´e dans [8] du the´ore`me d’indice
L2 d’Atiyah [1] qui donne des techniques cohomologiques d’e´tude des groupes
de sections L2 de tels fibre´s.
Un exemple duˆ a` R. Livne [15], montre qu’il existe une surface projective
S uniformise´e par l’espace hyperbolique complexe (i.e.: c21(S) = 3c2(S)) avec
NS(S)⊗ R = NS(S)⊗ R 6= H1,1(S) (la premie`re e´galite´ vient du fait que S
est rigide.). Pourtant notre caracte´risation du coˆne Ka¨hlerien s’applique a` S
puisque c’est un K(π, 1), ce qui implique que H1,1(S,R) = H2(π1(S),R)
1,1.
Je remercie M. Paun pour d’utiles discussions concernant les techniques
de re´gularisation et recollement de courants.
1 Courants quasipositifs et me´triques singulie`res
pour les espace complexes re´duits
1.1 Courants sur un espace complexe re´duit
Soit (S,OS) un espace complexe re´duit. Narasimhan de´finit le faisceau
PSH ∩ C0 des fonctions plurisousharmoniques continues de (S,OS), comme
suit: une fonction continue est plurisousharmonique s’il existe un recouvre-
ment de S par des ouverts de cartes (Ui)i munis de plongements Ui ⊂ CNi
tels que φUi est la restriction a` Ui d’un fonction plurisousharmonique con-
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tinue sur un voisinage de Ui dans C
Ni . Que cette de´finition est consistante
est de´montre´ dans [16].
De la meˆme fac¸on, on de´finit le faisceau C∞
R
des fonctions lisses re´elles, le
faisceau HR des fonctions pluriharmoniques re´elles, le faisceau PSH des fonc-
tions plurisousharmoniques (on demande que φ soit semi continue supe´rieurement
et que pour toute composante irre´ductible locale T φT 6≡ −∞), le faisceau
des fonctions psh lisses PSH ∩ C∞ , le faisceau QPSH = PSH + C∞
R
des
fonctions quasi psh .
[16] de´finit aussi le faisceau SPSH des fonctions strictement plurisoushar-
moniques comme e´tant le faisceau des fonctions φ telles pour toute fonction
continue f il existe ǫ > 0 tel que φ+ǫf soit psh. Les fonctions strictement psh
lisses sont localement les restrictions par un plongement de fonctions lisses
dont la forme de Levi est supe´rieure a` une forme de Ka¨hler.
Soit F un faisceau en R-vectoriels et G un sous faisceau en R-vectoriels
Soit K ⊂ F un sous faisceau d’ensembles, G-invariant. On note K/G l’image
faisceautique de K dans F/G.
Une me´trique Ka¨hle´rienne sur (S,OS) est une section globale de SPSH∩
C∞
R
/HR. Un courant lisse est une section globale de C∞R /HR. Un courant big
est une section globale de SPSH/HR. Un courant psef est une section globale
de PSH/HR. Un courant quasi-positif est une section globale de QPSH/HR.
Soient T un courant quasi-positif et γ un courant lisse. Par de´finition,
T ≥ γ ssi T − γ est psef.
Par analogie avec les notations habituelles, on notera par ddc l’application
naturelle C∞
R
→ C∞
R
/HR.
1.2 Me´triques singulie`res
On a des applications H0(S,Φ/HR) → H1(S,HR) surjectives quand Φ =
C∞,QPSH, d’images le coˆne Ka¨hler quand Φ = SPSH ∩ C∞, le coˆne big
quand Φ = SPSH.
Soit L un fibre´ holomorphe en droites. OS(L) est un faisceau inversible.
Une me´trique hermitienne singulie`re sur L est une application h de l’espace
total L dans [0,∞[ qui sur chaque fibre est une me´trique hermitienne pos-
siblement nulle s’e´crivant localement h = e−φ avec φ quasi psh. Soit h une
me´trique singulie`re sur L. La collection des potentiels locaux φ de h de´finit
un courant quasi positif qu’on est en droit d’appeler C1(L, h). La classe de
C1(L, h) dans H
1(S,HR) ne de´pend que de L.
Si S est compact H1(S,HR) est un R-vectoriel de dimension finie.
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1.3 Lemme de recollement
Soit (S,OS) un espace complexe re´duit compact et ωS une forme de Ka¨hler
sur S 1.
Le lemme de re´gularisation de Richberg [19] et le lemme de recollement
de Paun [17] sont tous les deux valides pour les espaces complexes re´duits,
par la preuve originelle:
Lemme 1 Soit T un courant quasipositif sur S, section globale de QPSH ∩
C0/HR et γ un courant lisse avec T ≥ γ.
Pour tout ǫ > 0, il existe un repre´sentant lisse Tǫ de [T ] avec Tǫ ≥ γ−ǫωS .
Lemme 2 Soit Z ⊂ S un sous espace complexe compact. Soient α, γ deux
courants lisses sur S.
Soit φ1 une fonction quasi psh sur S lisse hors de Z et φ2 une fonction
lisse dans un ouvert U contenant Z. On suppose α + ddcφ1 ≥ γ sur S et
α|U + ddcφ2 ≥ γ|U .
Alors pour tout ǫ > 0, il existe φǫ ∈ C∞(S) tel que α + ddcφǫ ≥ γ − ǫωS.
Le lemme suivant est une conse´quence directe de la preuve de [3], Theorem
4, p. 285 (voir aussi [17], lemme 1).
Lemme 3 Soit Z ⊂ S un sous espace complexe compact. Soient α, γ
deux courants lisses sur S. On suppose que [α|Z ] ∈ H1(Z,HR) posse´de un
repre´sentant lisse αZ tel que αZ ≥ γ|Z. Alors, pour tout ǫ > 0, il existe un
voisinage ouvert U de Z dans S et φU ∈ C
∞(U) tel que α|U + dd
cφU,ǫ ≥
γ|U − ǫωS|U .
Preuve Puisque [4] et [17] ne formulent pas les choses de cette fac¸on, reco-
pions l’argument.
On peut supposer que α|Z = αZ .
Conside´rons une chaine de sous espaces analytiques compacts de S ∅ =
Z−1 ⊂ Z0 ⊂ Z1 ⊂ . . . ⊂ ZN = Z avec Sing(Zi) ⊂ Zi−1.
Supposons, par re´currence, construits φi une fonction lisse sur S et Vi
voisinage de Zi tels que:
(α + ddcφi)|Vi ≥ (γ −
ǫ
2k−i
ωS)|Vi
(α + ddcφi)|Z ≥ (γ −
ǫ
2k−i
ωS)|Z
1On peut formuler une variante sans supposer que S est un espace Ka¨hle´rien.
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Soient U un ouvert de S ne recontrant pas Zi+1 et (Vλ, Uλ) une famille
finie de cardinal Λ d’ouverts de S telle que Vλ ⋐ Uλ, V = (Vλ)λ ∪ Vi ∪ U est
un recouvrement ouvert de S et il existe des plongements iλ : Uλ → CNλ avec
Zi+1 ∩ Uλ = i
−1
λ ({z1 = 0, . . . , zNλ−d = 0})
Soit fλ une fonction lisse sur S a` valeurs dans C
Nλ−d coincidant avec (i∗λzk)
k=Nλ−d
k=1
sur Vλ. Soit ((θλ)λ, θi, θ
′
i) une partition de l’unite´ lisse subordonne´e a` V.
Pour 1≫ η > 0, de´termine´ durant la preuve, on pose:
φi+1 = φi +
∑
λ
θλη
3 log(1 + η−4|fλ|
2)
ddc(θλ log(1 + η
−4|fλ|2)) est somme de quatre termes. Le premier terme
ddc(θλ) log(1 + η
−4|fλ|2) est borne´ par M.ωS, le second dθλ ∧ 2(dcfλ, fλ)/(1+
η−4|fλ|2) est borne´ parMη−2ωS (M est une constante positive assez grande.).
Le troisie`me terme est similaire au second.
Le quatrie`me terme θλdd
c log(1 + η−4|fλ|2) est positif.
Quitte a` diminuer η, sur Wi = {θi > 1/3}, on a bien α + dd
cφi+1 ≥
γ − ǫ/2k−1−iωS et (α + ddcφi+1)Z ≥ (γ − ǫ/2k−1−iωS)Z .
Par ailleurs si s ∈ Zi+1 ∩ {θi ≤ 1/2} on peut choisir λ tel que θλ > 1/3Λ
pre`s de s. Par hypothe`se on a, pre`s de s, pour C une constante positive:
α + ddcφi − γ ≥ −
ǫ
2k−i
ωS − C(idfλ ∧ df¯λ)
Quitte a` diminuer encore η on peut supposer que, dans l’ouvert Vs con-
tenant s :
1
3Λ
η3ddc log(1 + η−4|fλ|
2) = η−1
(idfλ ∧ df¯λ)
3Λ(1 + η−4|fλ|2)2
≥ C(idfλ ∧ df¯λ)
On peut choisir s1, . . . , sM tel que (Vsi)i est un recouvrement ouvert de
Zi+1∩{θi ≤ 1/2} et par suite η tel que sur Vi+1 = {θi > 1/3}∪Vs1∪ . . .∪VsM :
(α + ddcφi+1)Vi+1 ≥ (γ −
ǫ
2k−1−i
ωS)|Vi+1
Ceci conclut la preuve du lemme 3.
Le lemme suivant est d’une utilite´ e´vidente dans les questions de type
Nakai-Moishezon:
Lemme 4 Soit (S,OS) un espace complexe compact Ka¨hlerien. Soit [ω] ∈
H1(S,HR). On suppose que [ω] est repre´sente´e par un courant big qui est
lisse en dehors d’un ensemble analytique propre E et que [ω|E] ∈ H1(E,HR)
est dans le cone Ka¨hler de E. Alors [ω] est dans le coˆne Ka¨hler de S.
6 Un the´ore`me de Nakai-Moishezon
Preuve Conse´quence imme´diate des lemmes 2 et 3 .
Parmi les techniques de re´gularisation et de recollement de courants quasi
positifs de´veloppe´es par Demailly [4],[5],[17], seul le difficile the´ore`me de
re´gularisation [4] et ses conse´quences ne s’e´tendent pas imme´diatement au
cas d’une base singulie`re. Il est ne´anmoins naturel de conjecturer une version
singulie`re de [4].
2 Cohomologie l2 des faisceaux pe´riodiques
2.1 Faisceaux analytiques cohe´rents pe´riodiques sur un
reveˆtement galoisien infini d’une varie´te´ alge´brique
Soit Σ la donne´e d’un groupe discret Γ ope´rant proprement discontinue-
ment par biholomorphismes sur un espace complexe analytique (S,OS). Σred
de´signera l’espace complexe re´duit associe´ sur lequel Γ agit par biholomor-
phismes. Soit {1} → S1 → G → Γ → {1} une extension centrale de Γ par
S1.
Un faisceau analytique cohe´rent G-pe´riodique (en abre´ge´ G-fac) sur le G-
espace (S,OS) est un faisceau analytique cohe´rent sur (S,OS) muni d’un
rele´vement de l’action naturelle de G. Un morphisme de G-fac est un mor-
phisme de faisceaux OS-line´aire commutant a` G.
Soit χ un caracte`re continu de S1 . Un G, χ-fac est un G-fac F tel que,
pour tout point s de S, l’action de S1 sur l’espace Fs des germes en s de
sections de F soit donne´e par la caracte`re χ. La sous cate´gorie pleine de la
cate´gorie des G-fac dont les objets sont les G, χ-fac est une cate´gorie abe´lienne
CG,χ(Σ).
SoitX une varie´te´ ka¨hlerienne et π : X˜ → X son reveˆtement universel. Soit
[ω] ∈ H2(π1(X),R)1,1 et ω une forme lisse ferme´e de bidegre´ 1, 1 repre´sentant
cette classe de cohomologie. Il existe alors une extension centrale {1} →
S1 → G → π1(X) → {1} du groupe fondamental de X par S1, un fibre´
line´aire holomorphe (L˜, ∂¯, h) sur X˜ et un rele´vement a` (L, ∂¯, h) de l’action de
G sur X˜ induite par l’action naturelle de π1(X) tels que la premie`re forme
de Chern-Weil de (L, ∂¯, h) soit ω [9], [6] . S1 agit par le caracte`re χ. Le
faisceau des sections L = OX˜(L˜) est un G, χ-fac sur X˜ . Le foncteur π
∗.⊗Lm
donne une e´quivalence de cate´gories de la cate´gorie de faisceaux analytiques
cohe´rents sur X vers CG,χm(X˜) .
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2.2 Foncteurs cohomologiques
On suppose S/Γ compact. Pour tout p ∈ [1,∞], il est possible de de´finir
l’espace H0p (Σ,F) des sections L
p d’un objet F de CG,χ(Σ), [7].
Il est e´galement possible de prolonger cette de´finition en construisant des
groupes de cohomologie Lp H
q
p(Σ,F), nuls si q 6∈ {0, . . . , dimS}.
Ces groupes de cohomologie s’organisent en un δ-foncteur cohomologique
(voir [11] III.1, p.205), ce qui signifie qu’a` toute suite exacte courte de CG,χ(Σ)
correspond une suite exacte longue de cohomologie Lp.
2.3 The´orie d’indice L2 d’Atiyah
Hqp(Σ,F) est un G-module topologique, non ne´cessairement Hausdorff si
q 6= 0. Quand p = 2, on peut de plus estimer la taille de ces groupes de coho-
mologie. En effet, le plus grand quotient Hausdorff de Hq2(Σ,F), H¯
q
2(Σ,F),
est un objet d’une sous cate´gorie additive tre`s particulie`re de la cate´gorie des
repre´sentations hilbertiennes de G, sur laquelle existe une fonction dimension
dimG, ve´rifiant les proprie´te´s usuelles de la fonction dimension en alge´bre
line´aire classique au de´tail pre`s qu’elle est a` valeurs re´elles. 2
Soit f : Σ′ → Σ un morphisme propre Γ-e´quivariant et F ∈ ObCG¯(Σ
′).
On dispose d’une suitre spectrale de Leray-Serre qui donne lieu a` la relation
de de´vissage:
∑
q
(−1)q dimG H¯
q
2(Σ
′,F) =
∑
p,q
(−1)p+q dimG H¯
p
2 (Σ, R
pf∗F)
Cette relation donne lieu a` une proce´dure de calcul de l’invariant χ2(Σ,F) =∑dimS
i=0 dimG H¯
q
2(Σ,F) par re´currence sur la dimension d du support de F ∈
ObCG¯(Σ).
Un de´vissage simple rame´ne au cas ou` Σ est re´duit. Par [12] et [18], il
existe une de´singularisation e´quivariante µ : Σ′ → Σ telle que V = µ∗F/T
soit localement libre ou` T est le sous faisceau de torsion maximal de µ∗F .
Il suit qu’il existe deux familles finies ((S±0 ,V
±
0 ), . . . , (S
±
d ,V
±
d )) ou` S
±
i
est une Γ-varie´te´ propre cocompacte avec dimS±i = i et V
±
i un faisceau G-
e´quivariant localement libre sur S±i telles que :
χ2(Σ,F) = χ2(S
+
d ,V
+
d ) +
d−1∑
q=0
χ2(S
+
i ,V
+
i )− χ2(S
−
i ,V
−
i )
Dans le cas ou` le faisceau e´quivariant V est localement libre, si χ est le
caracte`re trivial, le re´sultat de [1] permet de calculer χ2(Σ,V). Meˆme si χ
2La de´couverte de cette fonction dimG est duˆe a` Murray et Von Neumann.
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n’est pas le caracte`re trivial, un argument alternatif invoquant le the´ore`me
d’indice local de Getzler implique (voir [6] pp. 194-195):
χ2(Σ
′,V) =
∫
S′/Γ
ch(V)Todd(TS′)
Pour tout ceci, voir [8] (La the´orie d’indice L2 d’Atiyah [1] ne suffit pas.
L’adaptation de [1] dans [7] est insuffisante puisqu’elle se limite au cas ou` S
est projective lisse.).
Il est observe´ dans [7] que les preuves analytiques des the´ore`mes d’annulation
usuels de la ge´ome´trie alge´brique complexe (Kodaira-Akizuki-Nakano, Grauert-
Riemenschneider, Kawamata-Viehweg, ...) fonctionnent dans le cas de la co-
homologie L2.
3 Amplitude d’un faisceau inversible projec-
tivement pe´riodique
Soit LG,χ(S) la sous cate´gorie pleine de CG,χ(Σ) forme´e des objets dont
le faisceau analytique cohe´rent sous jacent est inversible. On note LG(Σ) =
∪χ∈X(S1)LG,χ, CG(Σ) = ∪χ∈X(S1)LG,χ...
De´finition 5 Soit (S,OS) un espace complexe re´duit. L est dit G-nef si et
seulement si la classe de cohomologie de L dansH1(S,HR) est dans l’adhe´rence
du coˆne Ka¨hler.
En ge´ne´ral L est dit G-nef sur σ ssi Lred est G-nef sur Σred .
De´finition 6 On suppose χ ∈ {0,±Id}. L ∈ Ob(LG(Σ)) est dit G-ample si
et seulement si et pour tout pour tous F ∈ Ob(CG(Σ)), N ∈ N
+
G (Σ) et q > 0
il existe NF ∈ Z tel que si n ≥ NF on ait H
q
2(S,F ⊗N ⊗ L
⊗n) = 0
Lemme 7 L ∈ Ob(LG(Σ)) est G-ample ssi Lred ∈ Ob(LG(Σred) est G-ample.
Lemme 8 Si L est un faisceau inversible G-ample, il existe une me´trique
hermitienne lisse G-invariante sur L dont la forme de courbure est une forme
ka¨hlerienne.
Lemme 9 Si L est G-ample, L est G-nef.
Lemme 10 Soit Σ est un reveˆtement galoisien infini d’un espace complexe
projectif (S,OS). On suppose que Ob(LG,id) 6= ∅. Soit L un fibre´ line´aire
ample (resp. nef) sur F . Alors, π∗OS(L) est G-ample (resp.G-nef).
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Preuve Nous pouvons supposer, par re´currence sur d = dimCΣ, que, pour
tout G, χ-fac F dont le support est de dimension < d, il existe nF tel que,
si n ≥ nF et q ≥ 1, H
q
2(Σ,F ⊗ N ⊗ π
∗O(nL)) = 0 , pour tout G, χ-faisceau
inversible G-nef N .
Soit ωGRS le faisceau canonique de Grauert-Riemenschneider de S. SoitW
un G, χ-fac de support Σ de rang r. Soit H un diviseur de Cartier ample sur
S et L′ ∈ ObLG,χ tels qu’il existe (ωGRS (−H))
⊕r⊗L′ →W un morphisme qui
est ge´ne´riquement un isomorphisme. Cette fle´che donne lieu a` deux suites
exactes,
0→ K → (ωGRS (−H))
⊕r ⊗L′ → J → 0
0→ J →W → C → 0
C et K ont des supports de dimension < d.
On invoque le the´ore`me d’annulation de Grauert-Riemenschneider pour
de´duire que, pour n ≥ nH et q ≥ 1, H
q
2(Σ, π
∗ωGRS (−H)⊗N ⊗π
∗OS(nL)) = 0.
La suite exacte longue de cohomologie et l’hypothe`se de re´currence pour
K transfe´rent l’annulation asymptotique a` J . Le meˆme argument donne que,
pour n ≥ nW et q ≥ 1, H
q
2(Σ,W ⊗ N ⊗ π
∗OS(nL)) = 0. Ceci conclut la
preuve.
4 Preuve du The´ore`me 1
4.1 Cas ou` [ω] ∈ H2(π1(X),R)
1,1 +NS(X)⊗Q.
On suppose que π : Σ→ S est le reveˆtement universel d’un espace complexe
projectif alge´brique compact S de dimension d.
Proposition 11 Soit L ∈ Ob(LG,χ(Σ). Soit H une section hyperplane de S.
On pose H˜ = H ×S Σ.
Supposons que LH×SΣ est un objet G-ample de LG,χ(H˜).
Pour tous F ∈ Ob(CG(Σ)), M∈ N
+
G (Σ) et q > 1 il existe NF ∈ Z tel que
si n ≥ NF on ait H
q
2(S,F ⊗M⊗L
⊗n) = 0.
Preuve Fixons m0 ∈ Z. Soit s la section tautologique de OS(H). On a la
suite exacte dans CG,χ(Σ):
0→ F ⊗ π∗OS(−H)
π∗s
→ F → FH → 0
FH = i∗Φ ou` Φ est un objet de CG(H˜). Plus ge´ne´ralement on a la suite exacte
courte obtenue en tensorisant par π∗OS((m + 1)H) ⊗ N ⊗ Ln. Utilisant la
suite exacte longue de cohomologie L2 associe´e [8] et la de´finition 6 avec
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N = MH ⊗ π∗OH(mH), il existe NF tel que si n ≥ N(m0,F), m ≥ 0 et
q ≥ 2:
Hq2(Σ,F ⊗M⊗ π
∗OS(mH)⊗L
n) ≃ Hq2(Σ,F ⊗M⊗ π
∗OS((m+1)H)⊗L
n)
Faisant tendre m vers l’infini, en utilisant le lemme 10 , il suit que Hq2(Σ,F ⊗
M⊗Ln) = 0 pour q ≥ 2 et n ≥ NF .
Utilisant le the´ore`me de Riemann-Roch pour la cohomologie L2 [8], suit
le:
Corollaire 12 Si, de plus Ld.S > 0, pour tout F de CG(Σ) qui n’est pas de
torsion, il existe c > 0 tel que:
dimGH
0
2 (Σ,F ⊗ L
n) = cnd +O(nd−1)
Ici, on peut conclure par le lemme 4 comme a` la section suivante. Voici
toutefois un argument alternatif.
Le cas particulier F = µ∗π∗OSˆ(−A), avec µ : Sˆ → S de´singularisation,
Σˆ = Sˆ ×S Σ, A diviseur ample sur Σˆ, donne lieu a`:
Corollaire 13 Si n≫ 0, H02 (Σˆ, µ
∗Ln ⊗ π∗OSˆ(−A)) 6= 0.
En particulier, µ∗L posse´de une me´trique pe´riodique de courbure supe´rieure
a` une classe Ka¨hlerienne au sens des courants.
Corollaire 14 On suppose de plus que pour tout sous espace propre Z de S,
LZ×SΣ est G-nef. Alors µ
∗L est G-nef. En particulier, pour tout N > 0 il
existe un faisceau d’ideaux de Nadel IN et nN sur Sˆ tel que, quelque soit M
G-nef, n ≥ nN et q ≥ 1
Hq2(Σˆ, KΣˆ ⊗ µ
∗(Ln(−NH)⊗M)⊗ π∗IN) = 0
Preuve Le premier point est conse´quence de [17], The´ore`me 1.C.3. Le
deuxie`me point re´sulte de la version L2 du the´ore`me d’annulation de Kawamata-
Viehweg (voir l’exploitation que [7] fait de [3]).
Proposition 15 Soit L ∈ Ob(LG(Σ)), tel que, pour tout sous espace analy-
tique de S, LdimZ .Z > 0. Alors L est G-ample.
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Preuve Par re´currence sur d = dimΣ, on peut supposer que pour tout
sous espace propre Z de S, LZ×SΣ est G-ample. Alors pour tout G, χ-fac
de torsion T , il existe nT tel que si n ≥ nT et q ≥ 1 et M est G-nef,
Hq2(Σ, T ⊗M⊗L
n) = 0.
Le conoyau de µ∗(KΣˆ ⊗ π
∗IN)→ µ∗KΣˆ est un faisceau de torsion. Donc,
pour tout N ≥ 0, il existe nN tel que, si n ≥ nN , q ≥ 1, et M G-nef:
Hq2(Σ, π
∗(µ∗KΣ ⊗ O(−NH))⊗L
n) = 0
Soit F un objet de CG,χ(Σ). On peut trouver une re´solution de la forme:
0→ R−d → R−d+1 → . . .→ R0 → F → 0
Pour 0 ≤ i ≤ d− 1, Ri est somme directe d’un nombre fini de faisceaux de la
forme π∗(µ∗KΣˆ ⊗ π
∗OS(−NH))⊗ Lm.
Pour calculer la cohomologie L2 de F ⊗M⊗Ln, on peut utiliser la suite
spectrale d’hypercohomologie associe´ a` la re´solution pre´ce´dente. Cette suite
spectrale aboutit a` H∗(Σ,F ⊗M⊗Ln) et son terme E2 ve´rifie:
Ep,q2 = H
p
2 (Σ, R
q ⊗M⊗Ln)
Or le point pre´ce´dent assure que, si n ≫ 0, Ep,q2 = 0 si p 6= −d et q 6= 0
ou si p = −d et q 6∈ [0, d]. En particulier Ep,q2 = 0 si p+ q ≥ 1 et, pour n≫ 0
et k ≥ 1, il suit que Hk(Σ,F ⊗M⊗Ln) = 0. L est donc G-ample.
4.2 Cas ou` [ω] ∈ H2(π1(X),R)1,1 +NS(X)⊗ R.
On suppose que π : Σ→ S est le reveˆtement universel d’un espace complexe
re´duit projectif alge´brique compact S de dimension d. Soit [ω] ∈ H1(S,HR)
telle que:
• [ω]dimZ .Z > 0 pour Z un sous espace alge´brique de S.
• Il existe une suite d’objets de LG(Σ) (Lk)k∈N et une suite d’entiers
positifs (nk)k tels que limk→∞[c1(Lk, hk)]/nk = [ω].
Lemme 16 Soit ωS une forme de Ka¨hler sur S.
Il existe une suite de re´els positifs tendant vers ze´ro (δk)k∈N et un repre´sentant
lisse ∆k de [ω]− [c1(Lk)] avec −δkωS ≤ ∆k ≤ δkωS.
Proposition 17 [ω] est une classe de Ka¨hler.
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Preuve Par re´currence sur d = dimS, [ω]|Z peut eˆtre suppose´e de Ka¨hler
pour tout sous espace propre de S.
Fixons H ⊂ S une section hyperplane. On peut trouver k0 tel que, si
k ≥ k0 Lk|H est G-ample et LdimSk > 0 .
On fixe OS(A) un diviseur ample sur S muni d’une me´trique lisse dont la
courbure est la forme de Ka¨hler ωS.
Par le corollaire 13, il existe ǫ ∈ Q+ tel que pour k ≥ k0 on peut trou-
ver une me´trique singulie`re a` singularite´s logarithmiques hk sur Lk telle que
Θ(µ∗Lk, hk)/nk ≥ ǫωS au sens des courants.
Combinant ceci avec le lemme 16, on trouve un repre´sentant big a` singu-
larite´s alge´briques de [ω]. Invoquer le lemme 4 termine la preuve.
4.3 Fin de la preuve du The´ore`me 1
On reprend les notations de l’introduction. Soit ξ : Ξ→ ∆ une de´formation
de X .
Soit OΞ(A) un faisceau inversible ξ-ample et h une me´trique hermitienne
lisse sur OΞ(A) telle que C1(OΞ(A), h) est lisse et strictement positive sur
chaque fibre Ξt pour t ∈ ∆ assez petit.
Soit (ωt)t∈∆ une famille continue de (1, 1)-formes ferme´es sur Ξt avec
[ωΞ0] = [ω] et (tn)n une suite convergeant vers 0 telle que:
[ωtn ] ∈ H
2(π1(Ξtn),R)
1,1 +NS(Ξtn)⊗Q
On suppose que pour tout sous espace analytique ferme´ Z ⊂ X ωd.Z > 0.
Soit Υ→ ∆ une section hyperplane lisse de Ξ→ ∆.
Par re´currence sur dimCX , [ω]Υ0 est une classe de Ka¨hler sur Υ0. En
particulier, il existe ǫ ∈ Q>0 tel que ([ω] − ǫc1(OX(A)))|Υ0 est une classe de
Ka¨hler.
La stricte positivite´ e´tant une condition ouverte, il suit qu’existe une
fonction φ sur Ξ, de classe C∞, telle que pour t ∈ ∆ assez petit ωt −
ǫC1(OΞt(A), h) + dd
cφΞt est une classe de Ka¨hler sur Υt.
Quitte a` prendre ǫ plus petit, le corollaire 13 implique que [ωtn ]−ǫc1(OΞtn (A))
est repre´sente´e par un courant positif ferme´ de´fini sur Ξtn .
Par une variante aise´e du the´ore`me de compacite´ de Bishop, on peut passer
a` la limite pour obtenir que ω − ǫc1(OX(A)) est repre´sente´e par un courant
positif ferme´.
Le the´ore`me de re´gularisation de Demailly [5] implique que ω est repre´sente´e
par un courant positif ferme´ ≥ ǫ
2
c1(OX(A), hX) lisse hors d’un ensemble an-
alytique propre. Invoquer le lemme 4 termine la preuve.
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